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はじめに
生保数理における三重脱退モデルの絶対脱退率は通常,近似値が用いられており, 実際に解を求める事はして
こなかった. そこで,三重脱退における脱退率から絶対脱退率を求める解法を示し, その解を考察する事で近似
値はどれほど正確なのか調べることをこの論文の目的とした. なお,このテーマは私の指導教授の藤田岳彦先生
がアクチュアリーの山内恒人氏から相談を受けたことから設定された事をここで述べておく.
論文の構成と要旨
この論文の構成は以下のようである. まず第 2章で,生保数理の基本事項をまとめ, 本論文の最重要事項であ
る絶対脱退率について述べる. 続いて第 3章では,確認として二重脱退の脱退率と絶対脱退率の関係式について
考察する. そして第 4章で三重脱退における脱退率と絶対脱退率の関係式について考察し, 最後に第 5章でこ
の論文のまとめを記載した. 以下,内容を簡潔に述べる.
2 生保数理の基本事項
2.1 生命確率 x歳の人を (x)で表し,(x)の余命を T あるいは T (x)で表す. x+ T は死亡時の年齢である. こ
のときの T は確率変数であり,その累積分布関数
G(t) = P(T  t) (t  0)
は,その人が t年以内に死亡する確率を表し,特に t = 1の場合,アクチュアリー記号で qx = G(1)と書く.
2.3 多重脱退
いままでは,生存者の集団を主集団と考え,死亡による「脱退」のみを考えてきた. ここからは,余命 T の意
味を広く解釈してこのモデルの拡張を考える. 年齢 x歳の人物が,ある状態を満足しているとして, その状態か
ら「脱退」する時点を T とする. 脱退にはm通りの原因がある (多重脱退という)と考え, 1からmまでの番
号をつけるが, 複数の原因が同時に発生することはないとする.
主集団の中の x 歳の構成員の人数を lx とし, 区間 (x; x + 1) における理由 1; 2;    ;m による脱退数を
d1x; d
2
x;    ; dmx とする. このとき,x歳の人の 1脱退率 q1x,2脱退率 q2x,   ,m脱退率 qmx はそれぞれ
q1x =
d1x
lx
; q2x =
d2x
lx
;    ; qmx =
dmx
lx
で与えられる.
多重脱退の問題では,上で定められた脱退率とともに絶対脱退率というものが重要な役割を果たす. 例えば,1
の絶対脱退率 q1x とは,脱退理由が 1しかない場合の脱退率である. 脱退理由 2;    ;mがなければ, 2;    ;mで
脱退していった人たちも 1で脱退したかもしれないので, 絶対脱退率のほうが上で定めた脱退率 q1xよりも大き
くなる. つまり,
qix  qix (i = 1;    ;m)
が成立する.
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4 三重脱退
4.1 脱退率と絶対脱退率の関係
ある集団からの脱退理由が A,B,Cの 3つある場合を考えていく.x歳において 1年以内に A脱退する確率を
qAx , B脱退する確率を qBx ,C 脱退する確率を qCx とする. またそれぞれの絶対脱退率を qAx ,qBx ,qCx と右肩に 
をつけて表す. 以下,各脱退は独立に起こることと時間一様に起こることを仮定し, 絶対脱退率と脱退率の関係
は以下のようになる.
qAx = q
A
x

1  1
2
qBx  
1
2
qCx +
1
3
 qBx  qCx

qBx = q
B
x

1  1
2
qCx  
1
2
qAx +
1
3
 qCx  qAx

qCx = q
C
x

1  1
2
qAx  
1
2
qBx +
1
3
 qAx  qBx

4.2 絶対脱退率に関する考察
前節の連立方程式の qAx = a; qBx = b; qCx = c; qAx = x; qBx = y; qCx = z とし,近似値ではなく実際の解を求
めていく.zについて解く解法を示す.
問 a; b; cを正の定数として a+ b+ c  1とする. 以下の連立方程式を解け.
x = a+
xy
2
+
zx
2
  xyz
3
(1)
y = b+
yz
2
+
xy
2
  xyz
3
(2)
z = c+
zx
2
+
yz
2
  xyz
3
(3)
解 (1)+(2)より
x+ y = a+ b+ xy +
z
2
(x+ y)  2
3
xyz
となり
(x+ y)

1  z
2

+ xy

2
3
z   1

= a+ b (4)
(3)より
(x+ y)

 z
2

+ xy
z
3

= c  z (5)
(4),(5)を合わせて  
1  z2 23z   1
  z2 z3
!
x+ y
xy

=

a+ b
c  z

となる.ここで 行列式 1  z2 23z   1  z2 z3
 = z3 1  z2 

2
3
z   1

 z
2

=
z(z   1)
6
より  
1  z2 23z   1
  z2 z3
! 1
=
6
z(z   1)
 
z
3 1  23z
z
2 1  z2
!
2
だから 
x+ y
xy

=
6
z(z   1)
 
z
3 1  23z
z
2 1  z2
!
a+ b
c  z

=
6
z(z   1)
a+b
3 z + (1  23z)(c  z)
a+b
2 z + (1  z2 )(c  z)

となる.また,(1)-(2)より
x  y = a  b+ z
2
(x  y)
だから
(a  b)2 =
h
1  z
2

(x  y)
i2
=

1  z
2
2
(x  y)2 =

1  z
2
2 
(x+ y)2   4xy
=
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1  z
2
2  6
z(z   1)
2
a+ b
3
z +

1  2
3
z

(c  z)
2
　
  4 6
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2
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1  z
2

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
ゆえに
(a  b)2z2(z   1)2 =

1  z
2
2 
36

a+ b
3
z +

1  2
3
z

(c  z)
2
  24z(z   1)

a+ b
2
z +

1  z
2

(c  z)

これをmapleで整理して
z6 + (a+ b  5c  7)z5 + (4c2   4ac  4bc+ 4ab+ 19  7a  7b+ 35c)z4
+ ( 12ab+ 22bc+ 22ac  24  2a2   2b2 + 16a+ 16b  92c  28c2)z3
+ (10ab  40ac  40bc+ 12 + 3a2 + 3b2   12a  12b+ 108c+ 73c2)z2
+ (24bc+ 24ac  48c  84c2)z + 36c2 = 0　 (0  z  1)
となる.
□
いま,この方程式の a; b; cそれぞれ a+ b+ c  1の範囲で 0から 1まで 0.1刻みに値を代入し, mapleで作図
すると以下の 3種類のグラフの形になることが分かった.
(A)a+ b+ c = 1; c = maxfa; b; cg (B)a+ b+ c = 1; c 6= maxfa; b; cg (C)その他
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よって (A)を除き,この方程式は [0; 1]で２つ以上の解を持つ.しかし zは（脱退）確率であったので, これは
おかしい.一般的には
qCx = q
C
x

1  1
2
qAx  
1
2
qBx +
1
3
 qAx  qBx

より
qCx =
qCx
1  qＡx +qBx2 + q
Ａ
x qBx
3
この qAx ! qAx ; qBx ! qBx とした時の qCx を絶対脱退率の近似値としている.つまり,
qCx =
qCx
1  qＡx+qBx2 + q
Ａ
x qBx
3
ちなみに,これを初期値としてmapleでニュートン法を用いると,(A),(B)のような極端な場合を除いて,１桁
台の反復回数で収束し,その値はすべて方程式の一番小さい解となっていた. つまり,普段使われている近似値
は,方程式の解の最小値の良い近似値となっている.
まとめ
多重脱退の脱退率と絶対脱退率の関係について考察したところ, 二重脱退の場合は両者の間に特に問題はな
い. しかし,三重脱退の場合は脱退率を用いて絶対脱退率を求めたところ, 特別な場合を除いて矛盾した解 (解
が１つに定まらない)となる. つまり,従来使われている脱退率と絶対脱退率の関係式は厳密ではない. なお,通
常用いられている近似値は,関係式を満たす解の最小値の良い近似値となっていた. 得られた解はどんな意味を
もつのか, 脱退率と絶対脱退率の関係式はどのように定義すればよいのか等は今後の課題として,この論文のま
とめとした.
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